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Tiesitko taman?

MAFY-valmennuksen asiakkaat veivat

Helsingin suomenkielisen
yleislaaketieteellisen tuotantotalouden
opiskelupaikoista vuonna opiskelupaikoista vuonna

2017. 2017.

Aalto-yliopiston

40% pk-seudun lukioista
kayttaa Mafynettia

Mafynetti-kertauskurssit julkaistiin lukioiden kayttoon syksylla 2017
ja nyt jo 40% pk-seudun lukioista on ottanut Mafynetin kaytt6onsa!
Paljon toivotut MAFY-valmennuksen oppimateriaalit lukion ensim-
maiselle vuosikurssille julkaistaan lukuvuodelle 2018-2019.

Kysy lisdd mafy.fi/yhteydenotto.
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Pitkd matematiikka, kevat 2018
Mallivastaukset, 26.3.2018

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insind6ri Antti Suominen. Antti ja Teemu ovat perus-
taneet MAFY-valmennuksen, jota ennen Teemu opetti 5 vuotta lukiossa
ja Antti toimi tuntiopettajana TKK:lla. Nykyadn Teemu vastaa MAFY:n
kursseista pk-seudun ulkopuolella ja Antti vastaa Mafynetti-ohjelman kehi-
tyksestd. Muut mallivastaustiimin jasenet ovat Sakke Suomalainen, Matti
Virolainen, Viljami Suominen ja Joonas Suorsa. Namé mallivastaukset ovat
Antti Suominen Oy:n omaisuutta.

MAFY-valmennus on Helsingissa toimiva, matematiikan ja luonnonti-
eteiden opetukseen ja oppimateriaaleihin erikoistunut yritys. Palveluitamme
ovat

Mafynetti - sahkoinen oppimateriaali.

ladketieteellisen valmennuskurssit
¢ DI-valmennuskurssit

o yo-kokeisiin valmentavat kurssit

Julkaisemme internet-sivuillamme kaiken palautteen, jonka asiakkaat anta-
vat kursseistamme. Nain varmistamme, ettd palveluistamme kiinnostuneilla
ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja rehellinen kuva siité, mita meilta
voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkiloille opiskelukéayttoon. Ko-
pion tésta asiakirjasta voi ladata osoitteesta www.mafyvalmennus.fi. Kaytto
kaikissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty. Lukion matematiikan opet-
tajana voit kdyttda tita tehtdvapakettia oppimateriaalina lukiokursseilla.

MAFY-valmennuksen yhteystiedot:
www.mafyvalmennus.fi/yhteystiedot
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. Merkitdan f(z) = 23 — x. Laske a) f(—2), b) f/(3) ja c) /

Ratkaisu.

a) Lasketaan f(—2).

b) Derivoidaan f(x).

Lasketaan f(3).

F(3)=3-32-1=27—1=26.

c) Lasketaan maaratty integraali.

4

4
/f(x)dx: 23— zde
0

0

—

4-4
—4.4.4— =
2
=16-4—4-2
=64—-28
= 56.

Huom! Virilliset tekstit ovat lisdselityksiéd, joita ei vaadita vastauk-
sessa. Kéytannossa valivaiheiden kirjoittaminen on kuitenkin péassa
laskemista varmempi tapa olla tekeméatta huolimattomuusvirheita, joten

valivaiheet kannatti kirjoittaa.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit
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2. Toisen asteen polynomifunktiolle voidaan kayttaa kahta erilaista esitystapaa.

Summamuoto: ax? + bx + c.
Tulomuoto: a(zx — z1)(x — x2).

a) Muokkaa polynomi 2(x — 6)(z — 9) summamuotoon.

b) Muokkaa polynomi z? + x — 12 tulomuotoon.

c) Osoita, ettd z1xy = ., jos w1 ja xo ovat polynomin ax? + bz + ¢ nollako-
hdat.

Ratkaisu.
a)
2(z —6)(z —9) 2?+ - (=9) — 6z —6-(-9))

= 2(2* — 9z — 62 + 54)__oikein auki kertominen = 1p
= 2(2% — 15z + 54)

= 22° — 30z + 108. 1p(2p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1:

Huomataan, etta

3*+3-12=9+3-12=0
(—4)* —4—-12=16—16 = 0,
joten x = 3 ja x = —4 ovat polynomin z? + x — 12 nollakohdat. 1p(3p)

Néin ollen
2+ —12=(z—3)(z +4). 1p(4p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 2
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\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2: \

Etsitddn polynomin z2 + x — 12 nollakohdat, eli ratkaistaan yhtilo 22 +
x — 12 = 0 toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

—1d /1241 (-12)

xr =
2-1
—1++1+48
r=——
2
—1++/49
r=—
2
—1+£7
xr =
2
—-1-7 . 147
T = tal T =
2 2
Nain ollen
2+ 1 —12=(z - 3)(zv +4). 1p(4p)

c) OLETUS: z; ja x5 ovat yhtalon az? 4 bx + ¢ = 0 nollakohdat. Oletetaan
lisiksi, ettd a # 0. Tatd ei sanottu tehtdvanannossa, mutta se pitda
olettaa, jotta vaite olisi tosi.

VAITE: 2120 = <.
a

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1:

Yhtalo
ar’ +br+c=0

esitettyna tulomuodossa on
a(x —x1)(x — x9) = 0.
Kerrotaan sulut auki.

alr —x1)(x — 29) = a(x* + - (—29) — 1 - T — 21 - (7))
= a(2® — (21 + T2)2 + 2179)

= az® — a(zy + 22)T + ax17s. 1p(5p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 3
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Vakiotermin lausekkeesta ndhdaéan, ettéa

arize =c | :a
a
T1Ty = L 1p(6p)

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2: \

Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavan nojalla nollakohdat ovat

B —b+/b? — 4ac

1 2a
ja
—b—Vb? — 4dac
To = .

2a
Néin ollen siis

s = (‘” m) (—b— m>

2a 2a
(—=b+ Vb? — dac)(—b — Vb? — 4ac)
2a - 2a
(=b)? — (V/b? — dac)?

= 4q2 1p(5p)
b — (b* — 4ac)
4a?
- ¥ — ¥ + dac

4a?

=—_ [ 1p(6p)

Huom! Virilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei edellyteta vastauksessa.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 4
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3. Maérita funktion f(x) = sinz + /3 cosz suurin ja pienin arvo vililla

0<zx<2m.
Ratkaisu.

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 1: \

f(x) = sin(z) + V3 cos(z).

Derivoidaan f(z).
f'(z) = cos(x) — v/3sin(z).

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

f'(x)
cos(x) — /3 sin(x)

0
0

\/gsin(m) = cos(z)__|| : (v/3 cos(z)) (1)
On oltava cos(zx) # 0.
sin(z) 1
cos(z) /3
tan(z) =
an(zr) = —=
/3 1p(3p)
T = % +7mn, neEz
Ratkaisu toteuttaa ehdon cos(x) # 0. Tutkitaan, 16ytyyko ratkaisuja, kun
cos(z) = 0. Talloin yksikkdympyrastd ndhdéén, etta sin(z) = 1 tai sin(z) =
—1, joten yhtalésta (1) tulee v/3 - (£1) = 0, jotka ovat epitosia. Néin ollen
yhtélolla (1) ei ole ratkaisuja, kun cos(z) = 0.
Tarkasteluvélille kuuluvat siis nollakohdat x = % ja
7r T
=TT = 1p(4p)

Funktio on derivoituva tarkasteluvalilla. Tiedetdan, ettd derivoituva funktio
saa suljetulla valilla suurimman ja pienimmén arvonsa vélin péatepisteissa

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit
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tai derivaatan nollakohdissa. Sijoitetaan:

1(5)-n () +oem () -3+ 5

6
1 V3 103
=4+ — =4 -=2.
2+ 2 2+2
1
S (7(:) = sin (?) V3 cos (?) = —§+\/§- <—\g§>
1 Vv 1 3
T T R el
£(0) = sin(0) +v3cos(0) =0+ V3-1=+3
f(2r) = sin(27) + V3 cos(21) =0+ 3 -1 =3,
V3<Vi=2,
joten suurin arvo on 2 ja pienin arvo on -2. 1p(6p)

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 2:

Huom! Tamé on hankalampi keksid, mutta talld nokkelalla tavalla paédsee
vahemmalla.

f(x) = sin(z) + V3cos(x) | :2

flx 1 3

(2)—28 ()+7 cos(z)
Sijoitetaan sin (g) = % ja cos (%) = ?

f(;) = sin <g) sin(z) + cos (g) cos(x) 2p(3p)

f(x) =2cos <6—x>. (2)

Kosini on jaksollinen funktio, jonka jakson pituus on 27, joten se saa tarkastelu-
valilla kaikki arvot valiltd [—1,1]. N&in ollen yht&lon (2) nojalla ndhdéan,
ettd tarkasteluvalilla funktion f(x) pienin arvo on -2 ja suurin arvo on 2. 1p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 6
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. Ikkunafunktioiden avulla voidaan kuvata esimerkiksi ajastimen toimintaa.
Oheisessa kuviossa on erdén téllaisen funktion f(x) kuvaaja punaisella piir-
rettyna.

~Q

Piirra alla oleviin koordinaatistoihin annettujen funktioiden kuvaajat vélilla
—2 <z < 3. Perusteluja ei vaadita.

a) g(x) = 2f(x)

Y
2
1
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 X
b) h(z) = xf(x)
Y
2
1
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 X

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 7
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)
2
1
-5 -4 -3 -2  _1 1 2 3 4 5 X
Ratkaisu.
a) g(z) =2f(z)
Yy
2
1
5 -1 3 2 1 1 2 3 4 5 T

Lisaselitys: Vileilla, joilla f(x) = 0, myos g(x) = 2f(x) = 0. Vaililla
0<z <1 jolla f(z) =1, on g(z) =2f(x) = 2.

b) h(z) = xf(x)

=k J

2p(4p)

Lisaselitys: Valeilld, joilla f(z) = 0, my6s h(x) = xf(z) = 0. VAililla
0<z<l1,jolla f(x) =1, on h(z) =af(z) ==

¢) k(z) = f(z +3)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 8
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Lisaselitys: f(z) =1, kun 0 < = < 1, joten k(z) = f (x + %) =1, kun
0< x+% < 1, eli kun —% <z < —%. Muualla f(z) = 0, joten em. vélin

ulkopuolella my6s k(z) = 0.

Pisteytyksestéd kussakin kohdassa: Jos kuvaaja on oikeanlainen avoimilla
valeilld, mutta vilien padtepisteissd (merkinnéissd) on pienid virheitd, saa

1p.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etdkurssit

2p(6p)



D.

-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

a) Muodosta sen ympyran yhtalo, jonka keskipiste on (2, 1) ja side 2. Laske

ympyréan niiden pisteiden y-koordinaatit, joiden z-koordinaatti on 1.

b) Maaritd a-kohdan ympyréan pienin etéisyys suorasta 3y = 4z + 20.
Ratkaisu.

a) Ympyran yhtalo, jonka keskipiste on (2, 1) ja sdde on 2, on

(x —20)* + (y —yo)* = r?
(@—-2)"+(y—1)*=2"
(z—=2°+(y—-17=4

Ratkaistaan y, kun x = 1.

(1-2°4+@y—-1)°=4 (1)
(17 +(y—1)" =4
1+ (y—1)72=
(y—1)* =3

Vastaus: Kysytyt y-koordinaatit ovat 11 = 1 4+ v/3 ja 1o = 1 — v/3.

Liséaselitys: Varilliset valivaiheet eivéit ole valttaméattomia, koska yhtalon
(1) voi ratkaista CAS-laskimen solve-toiminnolla. Téssd tapauksessa
ratkaisussa kannattaa mainita, ettd yhtalo on ratkaistu laskimella.
Suora on
3y = 4z + 20
dr — 3y +20=0 1p(4p)

joten pisteen etaisyyden suorasta kaavalla saadaan, ettd ympyran keskip-
isteen (2,1) kohtisuora etaisyys tésta suorasta on

S lawotbogte [4-2-3-14200 5| 25
NN B 42 4 (—3)2 V25 5 1p(5p)

Ympyran side 2 on pienempi kuin tdma etéisyys, joten suora on ympyran
ulkopuolella. Néain ollen ympyran kehé on ympyran siateen verran lahempéana
suoraa kuin ympyréan keskipiste, eli ympyran pienin etaisyys suorasta on

d—r=5-2=3 1p(6p)

Huom! Virilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei edellyteta vastauksessa.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 10
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6. Suorakulmaisen kolmion toinen terdvd kulma on 30 astetta. Kolmion hy-
potenuusan keskipisteeseen piirretdan kuvion mukaisesti kohtisuora jana,
jonka toinen paatepiste sijaitsee kolmion kateetilla. Laske niiden kahden
osan pituuksien suhde, joihin kohtisuora jakaa kateetin.

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1: |

Tiedetddn, etta sin(30°) = %, joten jos 30° kulman kanssa vastakkaisen sivun
pituus on a, hypotenuusan pituus on 2a, ja kohtisuora jakaa sen kahteen a:n

pituiseen osaan.

Kolmiot BCQ ja BPQ ovat yhtenevét (kaksi yhta pitda sivua ja suorakulma).{ 2p(3p)
Nain ollen

|QC| = |QP]. 1p(4p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 11
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Kolmiosta AP() saadaan

P
SQ: = sin(30°) 15(50)
QC] 1
‘AQ‘ - l 1p(6p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2: |

Tiedetéén, etta sin(30°) = %, joten jos 30° kulman kanssa vastakkaisen sivun
pituus on a, hypotenuusan pituus on 2a, ja kohtisuora jakaa sen kahteen a:n

pituiseen osaan.

a a

Pidemmén kateetin pituus on Pythagoraan lauseella (Voi laskea myos trigonome-

trian avulla)
V(20)2 — a2 = V4a? — a2 = V/3a. 1p(2p)

Muodostuneen pienemmaéan kolmion hypotenuusan pituus x saadaan trigonome-
trialla

a
30°) = —
cos(30°) "
V3 _a H 2z
2z V3
2
T = ——=a.
/3 1p(3p)
Osan y pituus on siis
2
V3a — —a. 1p(4p)

V3

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 12
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Kysytty osien suhde on siis

2
y_ I 1p(50)
- 2 p(op
”3 Vel
\/32
=Y
2
3
2
1
:2 1p(6p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 3: |

C

30°
A — B
P

Piste P jakaa hypotenuusan AB kahtia, joten |[AB| = 2|AP|. Suuresta
kolmiosta ABC saadaan

_JACT  |AC

cos(30°) = AB| 24P (1)

Pienemmasta kolmiosta AP() saadaan vastaavasti
_ AP

= 14Q) (2)

Yhtéloiden (1) ja (2) vasempien puolien tulo on yhtd suuri kuin oikeiden
puolien tulo:

cos(30°)

AC| AP  |AC]
cos?(30°) = | . = )
U0 = 5art Taql = 2aq] |
_ |AC]

~ [Aql 3

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 13
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Sijoitetaan cos(30°) = ?
). (ﬁ) _lAc]
2 |AQ)]
p. 3 _ 1AC]
4 JAQ)
|AC| 3
14Q] 2 (4) {1p(4p)
Néin ollen kysytty osien suhde on
QC| _ JAC| - AQ)
[4Q ~ 14Q) ol
AC .
= ;AQ; —1 | Sij. (4).
_3
2
1
bk 1p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 14
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7. Lotto-peli alkoi Suomessa vuonna 1971, ja sen sdédntoja on muutettu useita

kertoja vuosien varrella. Viimeisin sddntouudistus tehtiin vuoden 2016 lo-
pussa.

Ennen uudistusta arvottiin 7 varsinaista ja 2 lisinumeroa 39 numerosta.
Uudistuksen jilkeen arvotaan 7 varsinaista ja vain 1 lisinumero 40 nu-
merosta. Seuraavassa loton pelaaja tayttad yhden lottorivin eli kdytannossa
valitsee 7 numeroa.

Laske tuloksen "6+41” todennakdisyys ennen uudistusta ja sen jalkeen. Tassa
"6+1" tarkoittaa tulosta, jossa on kuusi varsinaista ja yksi lisinumero oikein.
Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1: |

Ennen uudistusta:

Kaikkiaan erilaisia seitseman numeron joukkoja voidaan valita yhteensa

2) m

Kuusi oikeaa varsinaista numeroa voidaan valita kaikkiaan seitsemasté oikeasta

numerosta .
(6) 1p(2p)

eri tavalla. Lisdksi lisinumero voidaan valita kahdesta lisanumerosta kahdella
tavalla, joten tapahtumalle "Ennen uudistusta 641 oikein” suotuisia riveja

on siis
7
2- 6 : 1p(3p)

Néin ollen kysytty todennakoisyys on

7
p— 2 (6)
(7)
7
Uudistuksen jalkeen: Tilanne on muuten sama kuin ennen uudistusta,
mutta seitsemén numeron rivit valitaan 40 numerosta, ja lisinumerolle on

=9.1021...-107"~9,1-107". 1p(4p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 15
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vain yksi vaihtoehto, 1p(5p)
joten uudistuksen jilkeen kysytty todennékodisyys on

1-(g)
(%)

pP—

=3,7546...-107 "~ 3,8-107". 1p(6p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2: |

Ennen uudistusta:

Todennakoisyys, ettéd ensimmaéinen numero on oikein, on 39" Todennéakoisyys,

etta toinen on oikein on 38 jne. 1

H

Kun kuusi ensimmaista on mennyt oikein, on jaljelld 39 — 6 = 33 numeroa,
joista 2 on lisénumeroita. Nain ollen todennakoéisyys, etta viimeinen valittu

numero osuu lisinumerolle, on —. 1p(2p)

Numeron, joka osuu lisinumerolle, ei tarvitse kuitenkaan olla viimeinen,

vaan se voi olla mika tahansa valituista numeroista, joten vaihtoehtoja sen
sijainnille on 7. 1p(3p
Néin ollen kysytty todennakoisyys on

7 6 5 4 3 2 2
P(64+1") =T == = oo — - — —=91021...-107" ~ 9,1-10""._{1p(4p)

."

Uudistuksen jalkeen: Tilanne on sama kuin ennen uudistusta, mutta
numerot valitaan 40 numerosta, eli mahdollisia numeroita on aina yksi en-

emman ja lisinumeroita on vain yksi, sille on vain yksi vaihtoehto, 1p(5p)
joten

7 6 5 4 3 2 1
PO6+H1) =T — oo o — — =3,7546...-107" ~ 3,8-10""._{1p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 16
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8. Jyrki on 23-vuotias ja hanelld on kolme nuorempaa sisarusta, joiden ikien
tulo on 156. Minka ikaisid Jyrkin sisarukset ovat? KEsitd kaikki kokonais-
lukuratkaisut.

Ratkaisu.

Merkitadn Jyrkin sisarusten ikid muuttujilla x, y ja z. Sisarukset ovat Jyrkia
nuorempia, joten x,y,z < 23. Ikien tulo on 156. Jaetaan tdma alkutekijoi-
hin.

ryz = 156
ryz=2-2-3-13
Huomataan, ettd 2 - 13 = 26 > 23 ja 3-13 = 39 > 23,

joten ainoat vaihtoehdot esittaa 156 kolmen kokonaisluvun, jotka ovat pienem-
pid kuin 23, tulona ovat

ryz =4-3-13

ryz =2-6-13
ryz=1-12-13.

Néin ollen Jyrkin sisaruksien iat ovat joko 4 vuotta, 3 vuotta ja 13 vuotta,

2 vuotta, 6 vuotta ja 13 vuotta tai 1 vuotta, 12 vuotta ja 13 vuotta.

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 17
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9. Tarkastellaan funktiota, jonka derivaattafunktio on myos derivoituva. Sovelta-

malla Newtonin menetelméa derivaattafunktioon saadaan selville funktion
mahdollisen paikallisen dariarvokohdan likiarvo.

Selvitd Newtonin menetelmalld funktion

1
flx) = 5x5 —22% + 1

mahdolliset ddriarvokohdat valilla ]0,2[. Kayta alkuarvoa 0,5, laske kolme
iteraatiota ja anna tulos viiden merkitsevin numeron tarkkuudella. Laske
toinen mahdollinen aariarvokohta samalla tavalla alkuarvoa 1,5 kayttaen.
Maarita nédiden tulosten avulla funktion f(z) paikalliset &ériarvot valilla
10,2] neljan merkitsevin numeron tarkkuudella.

Ratkaisu.

1
flz) = 51:5 —22% + 7.
Derivoidaan f(x) ja merkitdén derivaattafunktiota g(x):11a

g(x) = f'(z) = 2* — 4o + 1. p

'

Airiarvojen selvittdmiseksi selvitetddn funktion f(x) derivaatan nollakoh-
dat annetulla vélilla. Selvitetéén siis funktion g(z):n nollakohdat Newtonin
menetelmélla. Derivoidaan g(x).

g (x) = A3 — 4. 1p(2p)
Kéytetdan alkuarvona x; = 0,5. Iteroidaan kolme kertaa Newtonin menetelmalla.
g(@1)
To = T1 — 1p(3
2 1 g’(:Bl) p( p)
0,5*—4-05+1
=0,5— - - =0,2321428. ..
’ 4-0,5%—4 ’
x3 = 0,250961 . ..
xy = 0,250992. .. ~ 0,25099 1p(4p)
Lasketaan toinen nollakohta samalla tavalla alkuarvolla xy = 1,5.
g(xy) 1,5t —4-15+1
- =15— = 1,493421 ...
T 1 g/(xl) ) 4. 1’53_4 )
x3 = 1,493358...
xy = 1,493358... ~ 1,4934 1p(5p)
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Selvitetddn derivaatan merkit nollakohtien valissa kulkukaaviota varten:

f/(0,1) =0,1* —4-0,14+1 = 0,6001 > 0
f(1)=-2<0
f'(1,8) = 4,2976 > 0

Kulkukaavio:

1,49...
0 0,25...

o |+ ||

@ I\

Kohdassa x =~ 0,25099 funktiolla f(z) on siis paikallinen maksimi

1
£(0,25099) = 5 0,25099° — 2 - 0,25099% + 0,25099 = 0,125197 ... ~ 0,1252

ja kohdassa = &~ 1,4934 funktiolla f(x) on siis paikallinen minimi

£(1,4934) = —1,48145 ... ~ —1,481. 1p(6p)
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10. Annukka ja Fareed yrittévit laskea seuraavien vektoreiden pistetulon ilman
laskinta:

- - 8T 8
u= 7cos%i—|—7sin§j ja v _3COST5Z+3SIH%j.

Heidéan ratkaisunsa ovat seuraavat.

Annukan ratkaisu Fareedin ratkaisu

-0 =T(cos Ti+sin Tj) - 3(cos §Fi + sin 7 j) | Vektorien pituudet: |a| =7 ja [o] =3
= 21(cos T cos 5T + sin Z sin 5T) Pistetulon kaava: w-v =7 -3 cos(u,v)
= 21 cos (%r — %) Vektorien vélinen kulma: %r -5=3
=2lcos§ = 221. Sitenﬂ~z7:2lcos§:%.

a) Annukka ja Fareed ovat kéyttineet eri kaavoja pistetulon laskemiseksi.
Esitd nimé kaavat yleisille vektoreille @ = a,i + a,j ja b = byi + byj.

b) Fareed on laskenut vektorien pituudet ja niiden vélisen kulman. Esita
vektorit graafisesti ja merkitse kuvaan, miten Fareed on péatellyt vek-
torien vélisen kulman.

c¢) Selité lyhyesti rivi riviltd, miten Annukan ratkaisu etenee.

Ratkaisu.

a) Annukan kdyttama kaava:

a-b=(ai+ayj)- (bsi+byj) = aby + ayb,.

Fareedin kayttdma kaava:

a-b = [al[b] cos(ab) 1p(2p)

b) Vektorit voidaan kirjoittaa muodossa

u = COS *7; Sln
5 5/
U = 3| cos 152 sin 15)

Néhdaan, ettd suluissa olevat vektorit ovat yksikkGympyran pisteiden
paikkavektoreita, joita vastaava kulma on vektorin u tapauksessa % ja
vektorin v tapauksessa . Sulkujen edessé olevat kertoimet Valkuttavat
ainoastaan vektorien pltuuteen 1p(3p)
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Y
A
sle
<
1 Oé/>\ \ 5
\ .
1
|

Tasta Fareed on péétellyt, ettd vektorien w ja ¥ vilinen kulma on

qr w w
Y=15 "5 " 3 1p(4p)

c) Ensimmaéinen rivi: Annukka muodosti vektoreiden T ja U pistetulon
lausekkeen ja otti vektoreiden lausekkeista kertoimet 7 ja 3 yhteisiksi
tekijoiksi.

Toinen rivi: Annukka laski kertoimien 7 ja 3 tulon, mista tuli 21, ja laski
a-kohdassa mainitulla pistetulon kaavalla sulkuihin jéaneiden vektorien
pistetulon. 1p(5p)

Kolmas rivi: Annukka muokkasi mielessaan toisen rivin lausekkeen muo-
toon tulon jarjestysta vaihtamalla

8T T . 8m . om
21 | cos — cos — + sin — sin —
15 5 5) 5

Tamén jalkeen han kéytti kosinin summakaavaa
cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(f),

jonka avulla sai lausekkeen muotoon

8T 7
21-cos (= — T,
C08(15 5)

Neljas rivi: Annukka sievensi kosinin sulkujen sisalté

8t w T

15 5 3
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ia sijoitti kosinin arvon cos (Z£) = 1. minké seurauksena hin sai lausek-
3 2
keelle arvon

8t m T 1 21

Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksié, joita ei vaadita vastauksessa.
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11. a) Anna esimerkki rationaalifunktiosta f(z), jolle epayhtalé f(x) > 2 to-
teutuu tasmélleen silloin, kun —1 < x <0 tail <ax < 2.
b) Anna esimerkki funktiosta g(z) > 0, joka on madritelty kaikilla reaalilu-
vuilla ja jonka derivaatalla on tasmalleen kaksi nollakohtaa.

Ratkaisu.

a) Rationaalifunktion lauseke on kahden polynomifunktion lausekkeiden
osaméard. Myo6s vakiofunktio on polynomifunktio, joten jos valitaan
nimittdjéksi 1, saadaan tavallinen polynomifunktio, joka on rationaali-
funktion erikoistapaus. FEtsitdan helppouden vuoksi polynomifunktio,
jolle ehto toteutuu:

Annettu ehto f(x) > 2 on yhtépitdva ehdon f(z) —2 > 0 kanssa.
Etsitdan sellainen polynomifunktio g(x), jolla on nollakohdat kohdissa
r=—-1,2=0,2x=1jaz=2. FEras tillainen polynomifunktio on

g(a) = (o + Dalo — 1w - 2).

Tarkastellaan funktion g(x) kulkua merkkikaavion avulla.

-1 0 1 2

e B I B B o
@ — |-+ + |+
r—1 - =1 -1+ 1+
T —2 - =1 -1-1+
g(x) + |-+ -]+

Naéin ollen funktiolle
hz)=—g(z) = —(x+ Da(z — 1)(z — 2)

patee h(x) > 0 tdsmaélleen silloin, kun —1 <z <0tai 1 <z <2, 1p(2p)
joten funktiolle

fl@)y=h(z)+2=2—(x+ Dz(x—1)(x — 2)

pétee f(x) > 2 tdsmaélleen silloin, kun —1 <z <0tai 1 <z < 2. 1p(3p)
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Lisaselitys: Jos ei esimerkiksi tiennyt, etta polynomifunktiot ovat ratio-
naalifunktioita, yksi tapa loytda sellainen rationaalifunktio, jonka nimit-
tajassa on muuttujaa x, on lahtea tutkimaan lauseketta
-1
(x+ Da(z—1)(z —2)

Merkeisté voidaan péaatella, etta tamé funktio on positiivinen, kun —1 <
r < 0tai 1l <z < 2, jamuualla maérittelyjoukossaan negatiivinen. Nyt
jos osoittajaan valitsee sopivan kokoisen luvun, kuten esimerkiksi

)
filz) = (x+ Da(z —1)(z —2)’

myo6s epayhtald f(z) > 2 toteutuu halutuilla véleilla.

y

-4.59

-13.72

Jos myos osoittajaan haluaa saada z:n, sinne voi kertoa sellaisen poly-
nomin, jonka arvo kaikkialla on yli 1, jolloin ehdot toteutuvat edelleen.

Esimerkiksi 2(x% + 1)
‘ —2(z
fo(z) = (x 4+ Da(zx—1)(x —2)

toteuttaa halutut ehdot.
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16.87 1 v

2

_ -2 (x +1)
f(x)— (

x+1)- X (x—l)- ( —2)

-4.59 10.2 6.11

-13.72 ¢

\ RATKAISUVAIHTOEHTO 1:

Tiedetadn, ettd eksponenttifunktio on kaikkialla positiivinen, joten et-
sitdan funktiota, joka on muotoa

g(z) = .
Taman funktion derivaatta on
q'(x) = f'(x)e!™),

joten sen derivaatan nollakohdat ovat samat kuin funktion f(x) derivaatan
nollakohdat. Esimerkiksi muotoa z(ax — b) olevalla polynomilla on tés-
mélleen kaksi nollakohtaa (r = 0 ja z = g), jos a,b # 0, ja se on
polynomifunktiona kaikkialla maéritelty. Valitaan esimerkiksi

fl(z) =2(3xr —2) = 32% — 2z

Tamaén eras integraalifunktio on
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Naéin ollen funktiolle
2

gla) = ef@ = =
pétee g(x) > 0, se on mééritelty kaikilla reaaliluvuilla, koska polynomi-
funktiona f(z) on mééiritelty kaikilla reaaliluvuilla ja my6s eksponent-
tifunktio on maéritelty kaikilla reaaliluvuilla, ja sen derivaatalla on tés-
malleen kaksi nollakohtaa. 3p(6p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2: |

On helpompi keksid funktio h(xz) > 0, jolla on vain yksi derivaatan
nollakohta, koska tdhén kay ylospain aukeava paraabeli. Esimerkiksi
paraabelit

hi(z) = (z - 1)°
ha(w) = (z + 1)7
toteuttavat taméan ehdon. Néaiden avulla voidaan maéritelld paloittain

funktio g(x) > 0, jolla on tédsmalleen kaksi derivaatan nollakohtaa. Esi-
merkiksi funktio
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(x—1) kunz >0
g(x) = 2
(x4+1)°, kunz <0

sopii ratkaisuksi. Silld on derivaatan nollakohdat x = —1 ja x = 1 ja se
on binomin nelioné kaikkialla epanegatiivinen. 3p(6p)

Tehtdvanannossa ei edellytetty, ettd funktio olisi kaikkialla derivoituva,
joten myos paloittain méaritelty funktio, joka ei ole tietyssé pisteessa
derivoituva, kay ratkaisuksi.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 3: |

Tiedetddn, ettd eksponenttifunktio on kaikkialla positiivinen, joten et-
sitadn funktiota, joka on muotoa

missa f(xz) > 0. Tamén funktion derivaatta on

g (x) = f(x)e” + f(x)e” = (f'(x) + f(x))e".

Funktiolla on siis kaksi derivaatan nollakohtaa tédsmalleen silloin, kun
yhtalolla

f(@) + f(z) =0
on kaksi eri ratkaisua. Jos f(x) on toisen asteen polynomi, yhtalolla on

korkeintaan kaksi eri ratkaisua, joten kokeillaan funktiota f(z) = x?,
koska se on myo6s epanegatiivinen kaikkialla. Nollakohdat:

F'(@) + f(@) =0
22 + 2% =0
r(2+x)=0

r=0 tai = —-2.

Nain ollen funktiolle

g(x) = f(x)e” = 22
pétee g(x) > 0, se on méiritelty kaikilla reaaliluvuilla, koska polynomi-
funktiona f(z) on maaritelty kaikilla reaaliluvuilla ja my6s eksponent-

tifunktio on méaaritelty kaikilla reaaliluvuilla, ja sen derivaatalla on tés-
maélleen kaksi nollakohtaa. 3p(6p)

Oppimateriaalit - ladkis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etédkurssit 27



MAFY-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Pisteytys b-kohdassa: Oikeanlainen funktio ja perustelut = 3p

Huom! Sopivia funktioita on monia erilaisia. Téssd malliratkaisussa
on ldhdetty rakentamaan kysytynlaista funktiota askel kerrallaan sen
sijaan, ettéd tarvitsisi nahdé intuitiolla, minkélainen funktio voisi sopia.
Loytyy myos korkeamman asteen polynomifunktioita, jotka ovat sopivia.
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Olkoon a > 0. Maaritelladn a-kantainen logaritmi funktion f(z) = a®
kidnteisfunktiona, toisin sanoen log, * = f~!(x). Kiinnitetdan = > 1 ja
maééritellddn g(a) = log, . Osoita, etté funktio g(a) on viheneva.
Olkoon h(t) jatkuva funktio. Osoita, etta

on kasvava tasmalleen silloin, kun A(t) > 0 kaikilla t € R.

Ratkaisu.

a)

Merkitdén g(a) = log, x, kun x > 1 ja a > 0. Funktiota ei ole maaritelty,
kun a = 1, joten tarkastellaan funktiota g(a), kun a > 0 ja a # 1.

Viite: g(a) = log,(z) on vaheneva.

Vastaesimerkki: Tarkastellaan arvoa z = 2. Téalloin

koska 0,571 = 2. Toisaalta

9(2) = log,(2) = 1,
koska 2! = 2.

Néin ollen ¢(2) > ¢(0,5), kun = = 2, joten g ei ole vihenevé, ja viite on
epétosi.

Funktiota g(a) ei ole mééritelty kohdassa a = 1. Koko sen mééritte-
lyjoukossa a > 0, a # 1 se ei ole yll& mainitun vastaesimerkin nojalla
vaheneva, mutta valilld 0 < a < 1 funktio on vihenevé ja valilla a > 1 se
on myo6s vaheneva. Esimerkiksi tapauksessa a > 1 véitteen voisi todistaa
seuraavasti:

Todistus: Olkoon 1 < a; < ay. Logaritmifunktion méaritelmén nojalla
T = aff(al) — ag(GZ) (1)

Tehtavénannon mukaan x > 1, joten g(a) = log,(z) > 0 kaikilla a > 1.
Néin ollen potenssifunktio h(z) = 29(%2) on aidosti kasvava, joten
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Yhtaloista (1) ja (2) saadaan, etté

g(a1)
<a, 1p(2p)

a
a!li( 2)

mista eksponenttifunktion aidosti kasvavuuden nojalla seuraa, etta

g(az) < g(ay).
Néin ollen g(a) on (aidosti) vaheneva, kun a > 1. L {1p(3p)

Huomautus lukijalle: Koska vaite on epétosi, yrityksista osoittaa véite
todeksi ei periaatteessa pitéisi saada pisteita. Luultavasti tehtdvanan-
nossa on virhe ja tehtédvan laatijalla on ollut tarkoituksena, etté vaite
olisi tosi. Nain ollen voi olla etta osapisteitd saa myos virheellisista todis-
tusyrityksista, jos niissd on joitain valivaiheita oikein. Maksimoidaksesi
opiskelijasi pisteet, kannattaa tarkistaa, onko opiskelija tehnyt jotain
oikein, ja antaa osapisteité oikein tehdyisté vélivaiheista.

PAIVITYS: YTL julkaisi 28.3. korjauksen hyvin vastauksen piirteisiin
ja siind annettiin esimerkki "vastaantulosta” pisteytyksessa. Tehtavasta
voi antaa jopa taydet pisteet, jos ratkaisussa todetaan, etta "osoitetaan
viite oikeaksi tapauksessa a>1" ja sitten suoritetaan todistus loppuun
oikealla tavalla, kuten esimerkiksi yllé olevassa esimerkissa.

b) Viite:
H(z) = / h(t) dt

on kasvava tasmaélleen silloin, kun h(t) > 0 kaikilla ¢ € R.

Todistus: Olkoon x5 > ;. Oletetaan, etta h(t) > 0 kaikilla ¢. Tarkastel-
laan erotusta

H(zs) — H(z,) = 72h(t) dt — 7h(t) dt

_ 7h(t) dt + 7h(t) dt — 71h(t) dt

z/Odt

=0
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Téasta seuraa, siis, etta

H($2) 2 H(xl)a
kun h(t) > 0, eli H(z) on kasvava, kun A(t) > 0. 1p(5p)

Oletetaan sitten, etta h(t) < 0 jollain valilla |xq, zo[. Télloin vastaavasti
talla valilla

H(xs) — H(a) = / h(t) dt

</0dt

=0

eli H(z) ei ole kasvava, jos h(t) < 0 yhdellakin valilld. Néin ollen H(x)
on kasvava tasmélleen silloin, kun h(t) > 0 kaikilla t. O { 1p(6p)
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13. Funktio f(z) madritelladn kaavalla

fa) = {p(x) cos (%) , kunz >0,

In(1—x), kun z <0,
missé p(z) = ax? + ¢ on toisen asteen polynomi. Onko olemassa sellaisia
kertoimia a ja ¢, ettd f(x) on derivoituva?
Ratkaisu.
Merkitaan funktiota

) = g(x) = p(z) cos (i) , kunz >0
h(z) =In(l —z), kun z <0.

Funktio f(x) on tunnetusti derivoituva muualla kuin kohdassa x = 0.
Tutkitaan, 16ytyyko sellaisia kertoimia a ja ¢, ettd funktio olisi derivoituva
my0s kohdassa z = 0.

Funktio on derivoituva kohdassa x, jos sen erotusosaméaralld on olemassa
raja-arvo kohdassa x. Tarkastellaan erotusosaméaran raja-arvoa, kun x lah-
estyy nollaa vasemmalta puolelta. Funktion h(z) derivaatta on

, B 1
h'(z) = 1

@)= fO) | ha) -~ h(O)
z—0— x—0 x—0— x—0

= ’(0)

B 1

T 1-0

=1L 1p(2p)

Tutkitaan sitten erotusosaméaran raja-arvoa, kun x lahestyy nollaa oikealta
puolelta.
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L f@) = F0) L g(@) = h(0)
z—0+ x—0 r—0+ x
(az? + ¢) cos (%) —In(1—0)
= lim
z—0+ €T
ax® +¢)cos (+
= lim ( ) (x)
r—0+4 x

. c 1
= lim (ax + ) CoS <>
r—0+ €T €T

Lauseke cos (%) saa kaikki arvot vililtd [—1,1], kun z ldhestyy nollaa, ¢

[

joko kasvaa rajatta tai vahenee rajatta ja ax lahestyy nollaa. Nain ollen

erotusosaméarallé ei ole olemassa raja-arvoa, jos ¢ # 0.

Ainoa mahdollisuus on siis, ettd ¢ = 0. Tall6in raja-arvo on

. 1
lim ax cos ()

z—0+ €T

Koska x — 0, tamé raja-arvo on nolla a:n arvosta riippumatta.

ja oikeanpuoleiset raja-arvot olisivat samat, joten ei ole olemassa sellaisia

kertoimia a ja ¢, ettd funktio f(x) olisi derivoituva.

Ei siis ole olemassa sellaisia kertoimia a ja ¢, etta erotusosaméaéarian vasemman-
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