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Valmistaudu pitkan- tai lyhyen matematiikan
kirjoituksiin ilmaiseksi Mafynetti-ohjelmalla!

B Harjoittelu tehdaan aktiivisesti tehtavia ratkomalla. Tehtavat kattavat kaikki
yo-kokeessa tarvittavat asiat.

B Lasket kynalla ja paperilla, mutta Mafynetti opettaa ja neuvoo videoiden ja
ratkaisujen avulla.

B Mafynetti huolehtii kertauksesta, joten et unohda oppimiasi asioita.

B Mafynetti on nyt kokonaan ilmainen!




YLIOPPILASTUTKINTO- 28.9.2011 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintddn kymmeneen tehtdvaan. Tahdelld (*) merkittyjen
tehtdvien maksimipistemaara on 9, muiden tehtdvien maksimipistemaara on 6.

1. a) Ratkaise yhtalo 3x* = —x.
b) Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 5 ja toisen kateetin pituus 2. Laske
toisen kateetin pituus.
c) Ratkaise yhtalo

4x-1 x+1 3—x
= + .
5 2 4

2. a)Sievenna lauseke vadlivaiheet esittaen.

1 1
_+—
2 2442
b) Laske suoran y =2x ja ympyran x? +y2 =1 leikkauspisteet.

c) Olkoon f(x)=27". Laske f’(1).

3. a) Ratkaise yhtadlo In(x+1)—In(x—1)=In4+1In2.
b) Ratkaise epadyhtéalo

2x+1 >3

x—1
c) Maarita pisteen (3,-2) etdisyys suorasta 4x—3y =2.

4. a) Nayta, ettd molemmat funktiot
Fx)=—— ja Ax=—"
1—x 1—x
ovat funktion
1
(1-x)*

f)=

integraalifunktioita, kun x >1.
b) Sievennad erotus F{(x)—F,(x).

c) Laske funktion f'(x) kuvaajan ja x -akselin rajoittaman alueen pinta-ala, kun 2 < x <5.



5. Laske vektoreiden @ =27 + j —2k ja b =37 —2] —k vilinen kulma asteen kymmenesosan

tarkkuudella.

x* -4
6. a)laske lim
x—2 x_2

b) Ratkaise epadyhtalo

—-4/<0,01.

xX—

7. Poiseuillen lain (Jean Louis Marie Poiseuille, 1797-1869) mukaan putkessa virtaavan veden
virtausnopeus on suoraan verrannollinen putken halkaisijan neljanteen potenssiin, kun
muut tilanteeseen liittyvat suureet pysyvat samoina. Kuinka monta prosenttia halkaisijaa
on suurennettava, jos virtausnopeus halutaan kaksinkertaistaa?

8. Eradssa tietokonepelissa pelaaja etenee ylimmalle tasolle oheisen kaavion mukaisesti ja saa
kaavioon merkityn pistemaaran. Jokaisessa risteyksessa han valitsee satunnaisesti yhden
tasavertaisista vaihtoehdoista ja etenee seuraavalle tasolle ylospain.

a) Milld todennakadisyydella pelaaja saavuttaa suurimman pistemaaran 40?
b) Maérita pistemaaran odotusarvo.

20 40 20 40 30 S5

N

9. a) Niyts, ettd funktiolla f(x)=x* —2x on kainteisfunktio, kun x >1.
b) Maarita kaanteisfunktion 7 ~'(x) lauseke.

c) Piirra funktion f(x) ja sen kadanteisfunktion f~'(x) kuvaajat samaan koordinaatistoon.



10. Maarita funktion f(x)=3cos® x —sin” x —2 nollakohdat seka suurin ja pienin arvo.

11. Lukujonon (a,) termit ovat muotoa

_n
2n+1

, n=123,....

n

1
a) Naytd, ettd O<a, <§, kun n=1,2,3,....

b) Naytd, ettd a,,, >a,, kun n=1,2,3,....

) Madrits lima,.
n—»0

12. Isaac Newton esitti vuonna 1669 nimedan kantavan menetelman, jonka avulla funktioiden
nollakohtia voidaan laskea numeerisesti. Yhtena esimerkkind menetelmansé toimivuudesta

han kaytti polynomia f(x)= x*—2x-5.

a) Laske f"(x).

b) Nayta, ettd Newtonin tutkimalla yhtalolla f(x) =0 on ratkaisu valilla [2,3].

c) Laske ratkaisulle neljan iteraatioaskeleen approksimaatio Newtonin menetelmalla Iahti-

en alkuarvosta x, = 2. limoita vastaus neljan desimaalin tarkkuudella.

13. Osoita epdsuoraa todistusta kdyttamalld, ettd 1g50 ei ole rationaaliluku. (Ig =log,,)



*14. Olkoon f(x)=ax+b.
1
a) Laske [ f(x) dx. (2p.)
0

b) Johda lausekkeet summille

kun n=1,2,3,.... (4p.)

c) Laske raja-arvot lim §, ja lim(S, —s,). (3 p.)
n—>0 n—>w

*15. Merkitdan kolmion ABC keskijanojen AD ja BE leikkauspistettd kirjaimella P.
a) Jos F' on janan AP keskipiste ja G janan BP keskipiste, niin osoita, ettd janan FG

pituus on puolet janan AB pituudesta. (2 p.)
b) Osoita, ettd nelikulmio FGDE on suunnikas. (2 p.)

c) Osoita, ettd janan DP pituus on kolmasosa janan AD pituudesta. (2 p.)
d) Todista edellisten kohtien perusteella seuraava lause: Kolmion keskijanat leikkaavat

toisensa samassa pisteessd, joka jakaa jokaisen keskijanan siten, etta sivun puoleisen

osan pituus on kolmasosa koko keskijanan pituudesta. (3 p.)

C
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Arviomme tehtavien pisteytyksesta
on merkitty sinisella tekstilla

Pitka matematiikka, syksy 2011
Mallivastaukset, 28.9.2011

Mallivastausten laatimisesta ovat vastanneet filosofian maisteri Teemu
Kekkonen ja diplomi-insin6éri Antti Suominen. Teemu Kekkonen on opet-
tanut lukiossa viiden vuoden ajan pitkda ja lyhyttd matematiikkaa sekéa fy-
sitkkaa. Han on tarkastanut matematiikan ja fysiikan yo-kokeita koko témén
ajan. Teemu Kekkonen ja Antti Suominen toimivat opettajina MA-FY Val-
mennuksessa. Nama mallivastaukset ovat MA-FY Valmennuksen omaisuut-
ta.

MA-FY Valmennus on Helsingissé toimiva, matematiikan ja fysiikan val-
mennuskursseihin erikoistunut yritys. Palveluitamme ovat

o TKK-padsykoekurssit

e arkkitehtiosastojen padsykoekurssit
e yo-kokeisiin valmentavat kurssit

e yksityisopetus

Vuoden 2010 kevéasté alkaen olemme julkaisseet internet-sivuillamme kaiken
palautteen, jonka asiakkaat antavat kursseistamme. Néin varmistamme, et-
ta palveluistamme kiinnostuneilla ihmisilla on mahdollisuus saada tarkka ja
rehellinen kuva siitd, mitd meiltd voi odottaa.

Tama asiakirja on tarkoitettu yksityishenkil6ille opiskelukéyttéon ja omi-
en yo-vastausten tarkistamista varten. Kopion téstéd asiakirjasta voi ladata
MA-FY Valmennuksen internet-sivuilta www.mafyvalmennus.fi. Kéytto kai-
kissa kaupallisissa tarkoituksissa on kielletty. Lukion matematiikan opetta-
jana voit kiyttad naitd mallivastauksia oppimateriaalina lukiokursseilla.

MA-FY Valmennuksen yhteystiedot:

internet: www.mafyvalmennus.fi
s-posti:  info@mafyvalmennus.fi
puhelin:  (09) 3540 1373
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
Arviomme tehtävien pisteytyksestä

on merkitty sinisellä tekstillä


@ MA-FY Valmennus www.mafyvalmennus.fi

1. a)
322 = -
372+ =0
z(3x +1) =0 (tulon nollasdanto) 1p
r=0 tai 3z+1=0
3r=-1 1:3
1
r=—=
3
1 .
Vastaus: © = —3 taix =0 1p(2p)
b) Suorakulmainen kolmio.
<
=l
X
Pythagoraan lauseen mukaan
52 = 2% 4 2 1p((33p)
.’L'Q — 52 . 22
L= <J—r>\/ﬁ
Vastaus: Toisen kateetin pituus on \/ﬁ . 1p(4p)
c)
4dr—1 z+1 33—z
— .9
5 2 + 4 I-20
4 10 5
20(4x — 1) _ 20(x+1) +2@(3 — )
3 7 4

162 — 4 = 10z + 10 + 15 — 5z 1p(5p)
16 — 10z +5x =10+ 15+4
Nz =29 |:11
29
r=—
_ 11 1p(6p)
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Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter


@MA-FY Valmennus

www.mafyvalmennus.fi

2. a)
V) 1 2=V V2 2-42
V2 * 242 2 T 2% Lavennettu oikein
V2 2-2 samannimisiksi
=7+ 1p
2 2
CV2+2-V2
B 2
2
2
=1 1p(2p)
b) Leikkauspisteet saadaan yhtéloparista
y=2z (1)
2?4yt =1 (2)
Sijoitetaan (1) yhtéloon (2), saadaan
22+ (22)* =1
2?4422 =1
502 =1 |:5
1
2 e
YT
1
r=+— 1p(3 3
NG PGP (3)
Sijoitetaan (3) yhtaloon (1).
2
= j:—
T
Vastaus: Leikkauspisteet ovat <_\/L5’ —\%) ja (\/LS, \%) 1p (4p)
c) Funktion f(x) = 27" derivaattafunktio on
fl(x)=2""In2-(-1) = —-2""In2 1p(5p)
Kysytty derivaatan arvo on
In2
F(1)=—2""n2= "2
2
In2
.o _ ==
Vastaus: f'(1) = 5 1p (6 p)
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3. a)ln(z+1)—In(z—1)=mn4+1n2
Madrittelyehdot ovat: x +1>0 ja x—1>0

(x> -1 ja) x>1

In(x+1) —In(x —1) =In4+1In2

In (“”Hi) — In(4-2)

x‘_
x—i—l_
r—1

8 ||-(r—1) (mé&érittelyehdon 1p
mukaan x — 1 > 0)
r+1=8(z—-1)
r+1=8x—38
—Tx=-=9 | :(=7)

9
t=7 1p(2p)
2¢ 4+ 1
b >3
) r—1 —
Madrittelyehto on x —1 # 0
x#1
2x+1>x71)3
r—1 =
21‘+1>3x—3
r—1 = z—-1
2:v—|—1_3x—3>0
r—1 r—1 —
2e+1— (32 —3) -
r—1 -
—r+4
>0
- 1p (3p)

Muodostetaan yhtélon merkkikaavio.

osoittaja: —x+4=0
r=4

nimittaja: z—1=0

r=1
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Vastaus: 1 <z <4 1p(4p)

¢) Suoran yhtélo on 4o — 3y = 2 eli 4o — 3y — 2 = 0.
Piste (xo,y0) = (3, —2)
Pisteen etéaisyys suorasta on

d— ‘A.%’o +By0 + C’
VAT
missd A =4, B = -3 ja C' = —2. Saadaan 1p(p)
g 143+ (=3)-(=2) +(=2)]
42 + (_3)2
g — 1161
V25
g0
)
. 16
Vastaus: Pisteen etaisyys suorasta on T 1p(6p)
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4. a) F; ja F, ovat f:n integraalifunktioita, jos ja vain jos F] ja Fy ovat
sama funktio kuin f sen maééarittelyjoukossa. Lasketaan derivaattafunktiot.

Fl(e)=D
=D(1—2)!
e
= 1 1p

(1—x)
J«g’(gc)zplfaj
_Dx-(1—2)—2-D(1—2x)
- (1=
_ 1-1—2)—z-(-1)
(1—x)?
l—z+x
(-
B 1
(12

Fi1, F5 ja f ovat maériteltyja kaikilla x > 1. Liséksi todettiin, etté
Fi(z) = F3(z) = f(=),

joten F} ja F, ovat funktion f integraalifunktioita. 1p(2p)
b)

l—2 1—2x

T 1z 1p@p)

Vastaus: Fi(x) — Fy(z) =1 1p(4p)
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c) Kysytty ala on

3
Vastaus: Kysytty ala on T

www.mafyvalmennus.fi

1p(5p)

1p(6p)
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a-b
coso = ——.
|a|[b]
Lasketaan skalaaritulo.
A 5=2-341-(-2)+(-2) (~1) =6 1p
Lasketaan vektorien a ja b pituudet.
a| = /22 + 124 (—2)2 =3 1p(2p)
b = /3 + (=2)2 + (-1)? = V14 1p(3p)
Ratkaistaan kulma o.
0 1p(4p)
cos =
3-V14
o =57,688...° 1p(5p)
o~ H7,7°
Vastaus: Vektorien vilinen kulma on 57,7°. 1p(6p)
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6. a)
1
24 2
lim & :hmM(a:Jr ) 1p
=2 1 — 2 r—2 M
1
= lim(z + 2) 1p(2p)
T—2
=242
= 1p@3p)
22 —4
b —4| < 0,01
) x—2 <5
Epéyhtélon méarittelyehto on x — 2 # 0
T # 2 1p(4p)
2
—4
4l <o001
x—2
1
2
E=2+2) oo
le—2]
|z +2—4]| <0,01
|lr — 2| < 0,01 1p(5p)
r—2<0,01 ja z—2>-0,01
r <201 ja x> 1,99
Vastaus: 1,99 < x < 2,01 ja x # 2. 1p (6 p)
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7. Jos putken halkaisija on d, niin veden virtausnopeus v on

v=Fk-d 1p

misséd k on vakio.

Pieni putki: v; ja d;

Iso putki: vy ja ds

Virtausnopeus halutaan kaksinkertaistaa, joten oltava

(%) 2

o1 1p(2p)
1
]é-d;l 4
=2 )
=2 ||y~
d2 = (i)é/idl 1 p (3 p)

Vaadittu halkaisijan muutos on

1

1
dy—dy V20—
= 7 1p(4Dp)

=v2-1
=0,1892... 1p(p)
~ 18,9%

Vastaus: Halkaisijaa on suurennettava 18,9 %. 1p (6p)
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8. Merkitdan vaihtoehtoisia tapauksia oheisen kuvan mukaisesti

AI Br A B C D
10 0 101 u,; 30 i

Y,

Solmukohdissa I-1II jokainen haara eteenpéin on yhta todennidkdinen. Siten

Pl =
P(IT) = %
P(IIT) = % 1p

a) M : "Tulee 40 pistettd”

= P(Ija Il tai I ja III) 1p2p)

1111
3 2 3 3
5
1
Vastaus: Suurin pisteméaéra saavutetaan todennakoisyydella TS 1p(3p)

TKK:n ja arkkitehtiosastojen péadsykoekurssit — Y O-valmennuskurssit 10


Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (2 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (3 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter


@ MA-FY Valmennus www.mafyvalmennus.fi

b) Olkoon satunnaismuuttuja X saatu pisteméédrd. Nyt

P(X =40) = 138 (a-kohta)

= P(I tai I ja II)
11

33 2
1
2

= P(I ja III)
11
33
1
=9 2p(5p)
Pisteméaran odotusarvo
E(X) =) pX;
5 1 1 1
=—-404+--30+--20+ -5
18 * 9 * 2 * 9
=25
Vastaus: Pistemadran odotusarvo on 25. 1p(6p)

TKK:n ja arkkitehtiosastojen padsykoekurssit — Y O-valmennuskurssit 11


Etunimi Sukunimi
Typewriter
2 p (5 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter

Etunimi Sukunimi
Typewriter
1 p (6 p)

Etunimi Sukunimi
Typewriter


@ MA-FY Valmennus www.mafyvalmennus.fi

9. a) f(z) =22z
Funktiolla f on kddnteisfunktio, kun x > 1, mikéli se on aidosti monotoninen,
kun z > 1. Tutkitaan funktion f monotonisuutta derivaatan avulla

f(x) =22 —2 1p
Derivaatta on positiivinen, kun
f'(x) 20
20 —22>0

20 >2 |:2
x> 1.

Derivaatta f’(z) = 0 yhdesséd kohdassa (z = 1) ja f'(x) > 0, kun > 1. Néin
ollen funktio f on aidosti kasvava, kun z > 1 ja silld on kidénteisfunktio, kun

>
rzl 1p@p)
b) Merkitaéan y:11a funktion f arvoa kohdassa x eli
y=flx)
y=a?—2x (1)
Ratkaistaan = yhtalostéd (1).
Y = 2 — 21

2?20 —y=0
2+ /(22 441y

e

2

VAT 4y
lei—ﬁ;ﬁ
4

14 VAL+Y)

2
r=1++1+y 1p@3p)

Kéanteisfunktion lauseke on siis joko
P a)=14+V1+a tai fH2)=1-V1+ux,

missa 14+x >0
z > —1.
Kaanteisfunktion arvojoukko on

Affl = Mf = [l,OO]
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f~! saa siis vain arvoja, jotka ovat suurempia tai yhtisuuria kuin 1. Tll6in

i) =1+V1+uz.

Vastaus: Kédnteisfunktion lauseke on f~(z) =1+ /1 + z. 1p(4p)

c) Lasketaan pisteitd funktioiden kuvaajien piirtdmiseksi.

flx) =2% -2z
F(a)
—1

0

3

8

15

x

Tk W N~ &8

fHa
Funktion f~! kuvaaja saadaan peilaamalla funktion f kuvaaja suoran y = x
suhteen. Piirretdéan kuvaajat koordinaatistoon.

~—

2p(6p)

Huomautus lukijalle: Kaanteisfunktion kuvaajan piirtamiseksi ei tarvitse erik-
seen laskea pisteité (z, f~!(z)). Kddnteisfunktion kuvaaja saadaan peilaamal-
la funktion f kuvaaja suoran y = x suhteen. Tésté seuraa, ettd kidnteisfunk-
tion kuvaajan pisteet (z, f~1(r)) saadaan kidntdmélla funktion f kuvaajan
pisteiden - ja y-koordinaatit, kuten taulukossa on tehty.
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10. f(x) =3cos?x —sin*z — 2
Tiedetadn, etta
sin?x + cos®x = 1,

joten
sinz =1 — cos®z. (1)

Sijoitetaan (1) funktion f(x) lausekkeeseen.

f(z) =3cos*z — (1 — cos® x) — 2
f(z) =4cos*z — 3 1p

Ratkaistaan funktion nollakohdat
f(x) =0
deos’z—3=0
4eosz =3 | :4

2 — —
cos :c—4
3
= 44/ —
coS T 1
3
cosx:ig 1p(2p)
V3 . V3
cosT = ——— tal cosxr = —
2 2
5%y ) ™ -
x:ig—l—%m tai x:ig—i—%m, missé n € Z. 1p(3p)

Madritetddn seuraavaksi funktion suurin ja pienin arvo. Lausekkeen cos® x

arvojoukko on [0, 1], joten

0< cos’z <1 |-4 1p(@4p)
0< d4cos’z <4 [ -3
—3<4cos’r—3<1 1p(5p)

5
Vastaus: Nollakohdat ovat z = j:g7T +27mn ja x = £§ + 27n, missi n € Z.

Funktion suurin arvo on 1 ja pienin arvo on —3.

1p(6p)

Huomautus lukijalle! Saatu trigonometrisen yhtélon ratkaisu voidaan esit-
taa yksinkertaisemmassa muodossa. Emme kuitenkaan usko, ettid seuraavaa
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vaaditaan téysien pisteiden saamiseksi.

eli

tai

eli

tai

eli

tal

5
T = i%ﬁ—l—%m

= — 2
X 67T—|— ™

5
=——m+2
T 67T ™

T
$=—67T+7T+27T7”L

x:z—ﬂ+27m

6

xz—%—i—ﬂ(Zn—i—l)

x:%—f-ﬂ@n—l)

tal

tai

tai

tai

tai

tal

tal

www.mafyvalmennus.fi

x:iz—i-Zﬂn
6
s

=——+2

T 5 ™
m

r=—+2mn
5 ™
s

= ——+4+2

x 6+ ™
s

=—+4+2

X 6+ ™

™
- 47.2
T 6 ™ n

™
T=—+m-2n

6

m(2n + 1) sisdltédéd kaikki 7:n parittomat monikerrat ja 7 - 2n parilliset mo-
nikerrat, joten ne sisaltavat kaikki 7:n kokonaislukumonikerrat. Sama pétee
lausekkeille w(2n — 1) ja 7 - 2n. Néin ratkaisu yksinkertaistuu muotoon

eli

T i s
r=——+nm tal $:8—|—n7r, n € 7

6

Vastaus: Nollakohdat ovat x = j:% + nm, missa n € Z.
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1. ay= " n=1,2,3,...
2n +

n

>0 1
2n+1 <)
ja
n 1
< = 2
2n+1 2 ()

Epéyhtélo (1) on tosi kaikillan = 1,2,3, ..., silld n > 0 ja 2n+1 > 0 kaikilla
n=1,2,3,...  Ratkaistaan epiyhtdlo (2).

|
m11<§ |-22n+1) (2n+1>0,kann=1,2,3,...)

2n<2n+1
0<1

Epéayhtalo on tosi kaikillan =1,2,3,.. ..
Epéyhtilot (1) ja (2) ovat tosia, joten kaksoisepayhtélo

1
O<a, <=
=75
on tosi kaikillan = 1,2,3, .. .. 1p(2p)
b)
an+1>an
n+1 S n
2n+1)+1" 2n+1
n+1 n

2n+3 ” 2n+1

Huomataan, ettd 2n +3 > 0, kunn = 1,2,3,... ja2n+1 > 0, kun n =
1,2,3,.... Talloin epayhtalo voidaan kertoa ristiin ja saadaan

(n+1)2n+1) >n(2n+3) 1p@Bp)
207+ + 20 + 1> 207 + 311

1>0, tosi

Néin ollen epayhtalo
Qp+1 > ap

on tosi kaikillan =1,2,3,.... 1p (4p)
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lim a, = lim

:nh—{lc}o%(Q_i_l) 1p((dp)

1p(6p)
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a) f/(z) =3z* -2 2p
b)
f2)=2-2.2-5
=1
f(3)=3-2-3-5
=16 1p(@3p)

Koska siis f(2) <0, f(3) > 0 ja f(z) on polynomifunktiona kaikkialla jatku-
va, on funktiolla f Bolzanon lauseen mukaan ainakin yksi nollakohta valilla
12, 3] ja siten myo6s vililla [2, 3]. Néin ollen yhtalolla

flx)=0
on ratkaisu vililla |2, 3] 1p (4p) O

c) Newtonin menetelmélld saadaan jono

n

Alkuarvauksella xy = 2 saadaan

xl_xo_f(ffo)
f'(x0)
2 _2.9_5
e e 1p(5
- p(5p)
— 21
213-2.21—-5
:21_7 )
s 32122
— 9.094568. ..
5 = 2,094551 . ..
24 = 2.094551 . ..

~ 2.0946
Bt 1p (6p)
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13. Tehd&an vastaoletus: lg 50 on rationaaliluku. Talloin 16ytyy keskendén
jaottomat kokonaisluvut a ja b, b # 0, siten, ettéd

a

lo 50 —
& b

1p

Koska 10 < 50 ja lgx on aidosti kasvava funktio, saadaan

%zlg50>lg10:1.

a
Téasté epayhtélosta nahdadn, ettd — on positiivinen luku, joten voidaan olet-

taa, ettd a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja. Talloin, kertomalla epéyhté-

16n molemmat puolet luvulla b, saadaan a > b. 1p(2p)
Nyt
a
1 = - - b
gh0 =+ |
b-lgh0 =a
lg50° =a |10V
50" = 10° 1p(3p)

Koska a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja, niin 50° ja 10® ovat kokonais-
lukuja. Néiden lukujen alkutekijahajotelmat ovat

10°=(2-5)2 =275 ja 50°=(2-5°) =25 1lp(4p)

Koska a > b, niin alkutekijan 2 potenssit naissé alkutekijahajotelmissa ei-

vt ole samat, joten alkutekijahajotelmat eivét ole samat.| Saatu ristiriita
osoittaa, ettd vastaoletus on véaara. Siis lg 50 ei ole rationaaliluku. [

Huomautus lukijalle! Alussa osoitettiin, ettd a > b. Todistus on pétevé, vaik-
ka osoitettaisiin vain, ettd a # b. Uskomme, etté jalkimmaéisen osoittamiseksi

riittdd todeta, etté % =lgh0 =1,698... # 1, josta seuraa, ettd a # b. Las-

kimella laskettu arvo 1,698...riittda luultavasti myos sen perustelemiseksi,
ettd a ja b voidaan olettaa positiivisiksi.

Vaihtoehtoinen tapa ratkaista tehtédvd on todeta alussa, ettd 1lg50 = 1g(5 -
10) = 1gh +1g10 = lg5 + 1 ja osoittaa, ettd lg5 on irrationaaliluku. Téassa
ratkaisutavassa ei tarvitse osoittaa, ettd a # b, joten silloin pisteytys voi olla
erilainen.
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*14. f(z) =ax +Db.

a)
/Of(:c)da:':/o(ax+b)d:1:
:/(%axQ—i-bx) 1p
=%a+b 1p(2p)
b)

Saatu lauseke on aritmeettinen summa, jolle
a _ a
alzﬁ—f—b ja an:En—kb:a—kb. 1p@3p)

Aritmeettisen summan kaavasta saadaan

1 1ay+ay,

Sn:/%' 2
a4y b
g _atbtat
2
a a
Sn=g T3t 1p(4p)
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Toinen summa

Saatu lauseke on aritmeettinen summa, jolle

a a

aa=———+b=0>b ja anzg-n—g—kb:a—g—kb.
n n n n

n
Aritmeettisen summan kaavasta saadaan

1 1a;+a,

Sy = — -
w 2
1
_b+a—%+b
Sy = 5
— 2124
Sp=—— + —
2n 2

mn&:hm(31+9+0

a a
= 0+=+4b
SRR

24
T2 T 1p(7p)

Lasketaan ensin raja-arvo

lim s, = lim (—g-l—i-g—i-b)

a a
—§-O+§+b
_a,
=5t 1p(8p)
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Kysytty raja-arvo on

lim (S, —s,) = lim S, — lim s,

n—00 n— 00 n—0o0
a a
=2 +b—(5+9)
=4 1p©9p)
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*15. a)
C

Kolmioiden FGP ja ABP vastinsivujen suhteet ovat

Gp GpP 1 . FP FP 1
BP 2GP 2 ' AP T 2FP 2
Liséksi kolmioilla FGP ja ABP on sama vastinkulma APB, joten FGP ~

FG 1
ABP (Sks).l Yhdenmuotoisuudesta seuraa, ettd myos B3 O 1p((2p)
b) Kolmioilla CED ja CAB on sama kulma C' ja vastinsivujen suhteet ovat
CE CD 1
CA CB 2

joten ACED ~ ACAB (sks). Viimeisesta yhdenmuotoisuudesta seuraa, etta
samankohtaiset kulmat <CED ja <CAB ovat yhtésuuret, joten ED || AB.
Toisaalta AFGP:n ja AABP:n yhdenmuotoisuudesta seuraa, ettd saman-
kohtaiset kulmat <PFG ja <PAB ovat yhtasuuret, joten F'G || AB. Téasta
seuraa, ettd myos ED || FG. 1p (3 p)
Yhdensuuntaisuudesta ED || F'G seuraa, ettd samankohtaiset kulmat <D EG
ja <F'GE ovat yhtasuuret. Kolmioilla DEG ja FGE on yhteinen sivu EG,
josta yhdessa edellisten kanssa seuraa, etta ADEG = AFGE (sks).
Viimeisestd yhtenevyydestd seuraa, ettd samankohtaiset kulmat <F'EG ja
<DGE ovat yhtasuuret, joten EF || DG. On osoitettu, ettd nelikulmion
FGDE vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset, joten F'GDFE on suunnikas.
0O 1p(4p)
c) Samankohtaiset kulmat <EDP ja <PFG ovat yhtésuuret, joten yhdessa 105
edellisen kanssa seuraa, ettdi AEDP = APFG (ksk).| Viimeisestd yhtene- PGP
vyydesté seuraa, ettd vastinsivuille DP ja F'P patee DP = FP. Néiin ollen

DP DP

AD AF+FP+DP

DpP FP

AD FP+FP+FP

DP 1

i O

1D~ 3 1p(6p)
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d)

A W ©
Merkitaan sivun AB keskipistettd H:lla. Voidaan osoittaa vastaavasti kuin
DR 1
kohdissa a—c, ettd —— = —. Koska R ja P jakavat janan AD samassa suh-

AD

teessa 2 : 1, niin ne ovat sama piste_.l Néin ollen seké pisteestd B ettd C
piirretyt keskijanat jakavat keskijanan AD siten, ettd sivun BC puoleinen
osa on kolmasosa keskijanan AD pituudesta. Saadaan kuva

C
D

e

A W

Koska misséaén edelld olevassa ei tehty oletuksia kulman A laadusta, voidaan
osoittaa vastaavasti kuten edelld, ettd pisteistd B ja C' ldhteville keskijanoille

patee

EpP 1 . HP 1

BE 3 ' CH ™ 3
Nain ollen kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessé P siten,
ettd P jakaa jokaisen keskijanan siten, ettd sivun puoleisen osan pituus on

kolmasosa koko keskijanan pituudesta. O
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